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Numericke mere

Opisuju se razliCite numericke mere i dijagrami.
Bice objasnjeno (sa primerima) kako se mere i dijagrami
odreduju u sistemu R. NumeriCke mere i dijagrami:

Sredina
Medijana

Mod

Kvartil i percentil

Opseg i opseg medu kvartilima
Kutija dijagram (Box plot)
Disperzija

Standardna devijacija
Kovarijansa

Koeficijent korelacije

Centralni moment

IskoSenost i spljostenost
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Sredina

Sredina posmatrane promenljive je numeriCka mera centralne tendencije za
vrednosti podataka.

Sredina se odreduje tako Sto se suma vrednosti podataka podeli sa brojem
podataka.

Dakle, za uzorak dimenzije n, sredina uzorka se odreduje po sledecoj formuli:
n

=2

=1

3|H

Sliéno tome, za populaciju koja broji N jedinki, sredina populacije se odreduje na
sledeci nacin:

[

L=

U sistemu R, sredina se odreduje koris¢enjem funkcije mean.
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Sredina (2)

Problem. Odrediti srednje trajanje erupcije gejzira u okviru sa podacima faithful.

Resenje. Treba izvrsiti isecanje okvira po koloni eruptions, pa nad izdvojenim
podacima primeniti funkciju mean:

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations
> mean (duration) # apply the mean function
[1] 3.4878

Dakle, srednje trajanje erupcije gejzira je 3.4878 minuta.

Zadatak 1. Odrediti srednje trajanje Cekanja izmedu dve erupcije u okviru sa
podacima faithful.
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Medijana

Medijana posmatrane promenljive je ordinalna mera centralne tendencije za
vrednosti podataka.

Medijana je srediSnji skor u distribuciji rezultata - broj podataka koji se nalaze
iIspod i iznad medijane je jednak. Drugim reCima, medijana deli na pola niz
podataka ordinalno poredanih (od manjeg ka ve¢em) - ispod i iznad medijane se
nalazi 50% podataka .

|IzraCunavanje medijane se vrsi na sledeci nacin:

1. Vrednosti tj. podaci se poredaju od najmanjeg do najveceg.

2. Ukoliko uzorak sadrzi neparan broj podataka, medijana je podatak tacno u
sredini uzorka.

3. Ukoliko uzorak sadrzi paran broj podataka, medijana je aritmetiCka sredina
dva sredisSnja elementa.
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Medijana (2)

Primer. Pretpostavimo da smo merili visinu devojCica u 5, odeljenju osnovne
Skole "X" i da su dobijeni sledeci podaci izrazeni u centimetrima:
140, 141, 138, 140, 122, 160, 154, 132, 148, 135, 140.

Prvi korak u izraCunavanju medijane je da se sortiraju elementi:
122,132, 135, 138, 140, 140, 140, 141, 148, 154 i 160.

Uzorak sadrzi 11 elemenata i pozicija srednjeg je 6.
Medijana se nalazi na Sestom mestu u sortiranom nizu elemnata, a to je 140.

Dakle, medijana visine devojCica u 5, odeljenju osnovne Skole "X" iznosi 140.

U sistemu R, medijana se odreduje koris¢enjem funkcije median.
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Medijana (3)

Problem. Odrediti medijanu za trajanje erupcije gejzira u okviru sa podacima
faithful.

Resenje. Treba izvrsiti isecanje okvira po koloni eruptions, pa nad izdvojenim
podacima primeniti funkciju median:

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations
> median(duration) # apply the median function
[1] 4

Dakle, medijana za trajanje erupcije gejzira je 4 minuta.

Zadatak 1. Odrediti medijanu za trajanje Cekanja izmedu dve erupcije u okviru sa
podacima faithful.
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Mod

Mod je najcesce opazeni skor u uzorku.

Mod je jedina mera centralne tendencije koja se moze primeniti na nominalnim
podacima, a moze se koristiti i na ostalim podacima.

Na mod, kao i na medijanu, slabo utiCu ekstremne vrednosti (outliners).

Ukoliko bi se iz neke populacije izdvajali uzorci i za svaki izraCunala aritmetiCka
sredina, medijana i mod, tada bi mod viSe varirao od uzorka do uzorka nego
medijana i aritmetiCka sredina.

Jedna podela raspodela obesrviranih podataka:

« Ukoliko u nizu podataka postoji samo jedan sa najvec¢om frekvencijom onda
se takva raspodela zove

* Moguce je da se u raspodeli pojavljuje viSe rezultata sa najvecom
frekvencijom i onda se takva raspodela zove :

« Posebna podvrsta multimodalne raspodele je gde dva
podatka imaju najvecu frekvenciju.

» Ukoliko se u nizu podataka svi pojavljuju isti broj puta onda su svi rezultati
modovi i takva raspodela se naziva
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Mod (2)

Primer. Pretpostavimo da smo merili visinu devojCica u 5, odeljenju osnovne
Skole "X" i da su dobijeni sledeci podaci izrazeni u centimetrima:
122, 132, 135, 138, 140, 140, 140, 141, 148, 154 i 160.

Kako su rezultati poredeni od najmanjeg ka najvecem, jasno se uoCava da je
jedini rezultat koji se pojavljuje vise od jednom 140.

Ovaj rezultat se pojavljuje tri puta, a svi ostali rezultati se pojavljuju jednom.
Dakle, mod visine devojCica u 5, odeljenju osnovne Skole "X" iznosi 140cm.

Kako ova raspodela ima samo jedan mod, radi se o unimodalnoj raspodeli.

U sistemu R, mod se moze izraCunati tako Sto se prvo, koris¢enjem funkcije
table, od podataka uzorka dobije tabela frekfencija — promenljiva
tabela.frekfencija .

» Ako treba izdvojiti samo jedan mod, dovoljno je funkcijom sort sortirati tabelu
frekfencija i iz tako sortirane tabele izdvojiti elemenat sa indeksom nrow().

» Ako treba izdvojiti sve modove i nijihov broj pojava, koristi se funkcija max
nad tabelom frekfencija, ona vrace koliko se puta pojavljuje mod u populaciji.
Oformi se logiCki vektor izrazom tabela.frekfencija==max(tabela.frekfencija),
a modovi se dobiju isecanjm tabele frekfencija po logicCkom vektoru.
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Mod (3)

Zadatak 1. Odrediti mod za trajanje ¢ekanja izmedu dve erupcije u okviru sa
podacima faithful.
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Kvartili 1 percentili

U statistici se razlikuje nekoliko kvartila. Prvi kvartil, ili donji kvartil, je
vrednost koja ,odseca“ prvih 25% podataka kada su podaci sortirani u rastuci
poredak. Drugi kvartil, ili medijana, je vrednost koja ,odseca” prvih 50%
podataka. Treci kvartil, ili gronji kvartil, je vrednost koja ,odseca” prvih 75%
podataka.

Kvartili se u R-u odreduju primenom funkcije quantile, pri Cemu se prosleduje
samo jedan argument — uzorak sa podacima Ciji se kvartili izraCunavaju.

Problem. Odrediti kvartile za trajanje erupcije u okviru sa podacima faithful.
Resenje. |z okvira sa podacima se iseku trajanja erupcija i potom se na njih
primeni funkcija quantile:

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations

> quantile(duration) # apply the quantile function
0% 25% 50% /5% 100%

1.6000 2.1627 4.0000 4.4543 5.1000

Dakle, prvi kvartil ima vrednost 2.1627, drugi ima vrednost 4, a treCi 4.4543.

Zadatak. Odrediti kvartile za Cekanje izmedu erupcija u okviru sa podacima
faithful.

13/86
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Kvartili 1 percentili (2)

Percentili su uopstenja kvartila. Tako je n-ti percentil vrednost koja ,,odseca”“
prvinh n% podataka kada su podaci sortirani u rastuci poredak.

Percentili se u R-u odreduju primenom funkcije quantile, pri Cemu se prosleduju
dva argumenta — uzorak sa podacima nad kojim se izraCunavaju percentili i
vektor koji sadrzi vrednosti procenata za koje se izraCunavaju percentili.

Problem. Odrediti 32-gi, 57-mi i 98-mi percentil za trajanje erupcije u okviru sa
podacima faithful.
Resenje. 1z okvira sa podacima se iseku trajanja erupcija i potom se na njih
primeni funkcija quantile:

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations

> quantile(duration, c(.32, .57, .98))

32%  57%  98%
2.3952 4.1330 4.9330

Dakle, 32-gi percentil ima vrednost 2.3952, 57-mi ima vrednost 4.1330, a 98-mi
4.9330.

Zadatak 1. Odrediti 17-ti, 43-Ci, 67-mi i 85-ti percentil za ¢ekanje izmedu
erupcija u okviru sa podacima faithful.
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Kvartili 1 percentili (3)

Napomena. Kvartili i percentili se mogu izraCunavati na viSe razliCitih nacCina.
Vise o tome se moZze naci u sistemu pomoci kod R-a, pozivom funkcije help.

> help(guantile).



vladaf@matf.bg.ac.rs 16 /86

Opseg | opseg medu kvartilima
Opseg posmatrane promenljive je razlika izmedu najvece i najmanje vrednosti u

uzorku. Opseg predstavlja meru u kom intervalu bivaju rasprseni podaci.

Opseg se odreduje po sledecoj formuli:
Opseg = NajveCa vrednost — Najmanja vrednost

Opseg se u R-u moze odrediti odreduju primenom funkcija min i max.

Problem. Odrediti opseg za trajanje erupcije u okviru sa podacima faithful.
Resenje. 1z okvira sa podacima se iseku trajanja erupcija i potom se opseg
izraCuna kao razlika izmedu naveceg i hajmanjeg:

Dakle, opseg za trajanje erupcije je 3.5.

Zadatak 1. Odrediti opseg za Cekanje izmedu erupcija u okviru sa podacima
faithful.
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Opseg | opseg medu kvartilima (2)

Opseg medu kvartilima posmatrane promenljive je razlika izmedu gornjeg i
donjeg kvartila uzorka. Opseg predstavlja meru u kom intervalu bivaju rasprseni
podaci iz sredine uzorka.

Opseg medu kvartilima se odreduje po sledecoj formuli:
Opseg medu kvartilima = Gornji kvartil — Donji kvartil

Opseg medu kvartilima se u R-u moze odrediti odreduju primenom funkcije IQR.

Problem. Odrediti opseg medu kvartilima za trajanje erupcije u okviru sa
podacima faithful.
Resenje. Jedan nacin je direktno primenom funkcije IQR:

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations
> IQR(duration) # apply the IQR function
[1] 2.2915

Dakle, opseg medu kvartilima za trajanje erupcije je 2.2915 minuta.

Zadatak 1. Odrediti, prema gornjoj formuli, opseg medu kvartilima za trajanje
erupcije u okviru sa podacima faithful.

Zadatak 2. Odrediti opseg medu kvartilima za Cekanje izmedu erupcija u okviru
sa podacima faithful.
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Kutlja dijagram

Kutija dijagram (Box plot) posmatrane promenljive je grafiCka reprezentacija
zasnovana na kvartilima, kao i na nakmanjoj i najvecoj vrednosti uzorka.
Pomocu nje se pokuSava dati vizuelni oblik za raspodelu podataka.

Kod ove vrsta dijagrame, krajnje crte predstavlaju najmanju i najvecu vrednost
uzorka, ivice kutije predstavlaju doniji i gornji kvartil, a podebljana linija u kutiji
predstavlja medijanu.

U sistemu R, kutija dijagram se dobija primenom boxplot funkcije.

Problem. Odrediti horizontalni kutija dijagram za trajanje erupcije u okviru sa
podacima faithful.

Resenje. Prvo se iseku trajanja iz okvira sa podacima, potom se primenoi
funkcija boxplot:

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations
> boxplot(duration, horizontal=TRUE) # horizontal box plot
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Kutija dijagram (2)

Resenje (nastavak). Kao rezultat, dobija se sledeci dijagram:

_______________

| r I T 1 |
15 20 25 30 35 40 45 50

Zadatak 1. Odrediti vertikalni kutija dijagram za trajanje erupcije u okviru sa
podacima faithful.

Zadatak 2. Odrediti kutija dijagram za Cekanje izmedu erupcija u okviru sa
podacima faithful.
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Disperzija

Disperzija posmatrane promenljive je numeriCka mera koja opisuje kako su
podaci rasprseni oko sredine. Ona predstavlja prosec¢no kvadratno odstupanje od
sredine.

Za uzorak dimenzije n sa sredinom X, disperzija uzorka se odreduje po sledecoj

formuli;
n

1 _
st = EZ(xi—X)z

=1

Sliéno tome, za populaciju koja broji N jedinki i ima sredinu u, disperzija
populacije se odreduje na sledeci nacin:

1 N
0t = ) i)’
=1

U sistemu R, disperzija se odreduje koriS¢enjem funkcije var.
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Disperzija (2)
Problem. Odrediti disperziju za trajanje erupcije gejzira u okviru sa podacima

faithful.

Resenje. Treba izvrsiti isecanje okvira po koloni eruptions, pa nad izdvojenim
podacima primeniti funkciju var:

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations
> var(duration) # apply the var function
[1] 1.3027

Dakle, disperzija za trajanje erupcije gejzira je 1.3027 minuta.

Zadatak 1. Odrediti disperziju za trajanje Cekanja izmedu dve erupcije u okviru sa
podacima faithful.
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Standardna devijacija

Standardna devijacija posmatrane promenljive je kvadratni koren njene
disperzije.

Za izraCunavanje standardne devijacije u sistemu R koristi se funkcija sd.

Problem. Odrediti standardnu devijaciju za trajanje erupcije gejzira u okviru sa
podacima faithful.

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations
> sd(duration) # apply the sd function
[1] 1.1414

Dakle, standardna devijacija za trajanje erupcije gejzira je 1.1414 minuta.

Zadatak 1. Odrediti standardnu devijaciju za trajanje Cekanja izmedu dve erupcije
u okviru sa podacima faithful.
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Kovarijansa

Kovarijansa za dve promenljive X i1 Y je numeriCka mera koja opisuje koliko su
ove dve promenljive linearno korelirane.

Pozitivha kovarijansa ukazuje da postoji pozitivnha linearna korelacija izmedu ove
dve promenljive, dok negativna kovarijansa ukazuje na postojanje negativne
linearne korelacije (veze).

Za uzorak dimenzije n i promenljive X i Y sa sredinama X i Y, kovarijansa se
odreduje po sledecoj formuli:

I~ o
sy =~ ) (=X 0=T)
i=1

Sliéno tome, za populaciju od N jedinki i promenljive X i Y sa sredinama uy, Uy
kovarijansa se odreduje na sledeci naCin:

N
1
oxy =5 ) (=) (i—y)
i=1

U sistemu R, kovarijansa se odreduje koriS¢enjem funkcije cov, pri cemu se
prosleduju dva argumenta-vektora.
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Kovarijansa (2)

Problem. Odrediti kovarijansu za trajanje erupcije gejzira i €ekanje izmedu dve
erupcije u okviru sa podacima faithful.

Resenje. Prvo se izvrSi isecanje okvira po kolonama eruptions i waiting, pa se
nad izdvojenim podacima primeniti funkcija cov:

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations

> waiting = faithful$waiting # the waiting period
> cov(duration, waiting) # apply the cov function
[1] 13.978

Dakle, kovarijansa za trajanje erupcije gejzira i Cekanje izmedu dve erupcije je
13.978.
Ovako visoka kovarijansa (visoka, imajuci u vidu da je medijum za trajanje 4, a da

je opseg trajanja 3.5) ukazuje da postoji pozitivna linearna korelacija izmedu ove
dve promenljive.
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Koeficijent korelacije

Koeficijent korelacije za dve promenljive X i Y u uzorku podataka je
normalizovana mera koja opisuje koliko su one linearno korelirane.

Koeficijent korelacije se izraCunava tako $to se kovarijansa ove dve promenljive
podeli sa proizvodom njihovih standardnih devijacija.

Dakle, za uzorak se koeficijent korelacije za promenljive X i Y se odreduje po

sledec¢oj formuli:
SXy

Ixy =
Sx Sy

Slicno tome, za populaciju se koeficijent korelacije za promenljive X i Y se

odreduje po sledecoj formuli:
Oxy

Ox Oy

Pxy =

Koeficijent korelacije blizak broju 1 ukazuje da su promenljive pozitivno linearno
korelisane. To znaCi da su taCke XY dijagrama grupisane oko linije koja ima
pozitivan nagib.

Koeficijent korelacije blizak broju -1 ukazuje da su promenljive negativno linearno
korelisane - taCke XY dijagrama su grupisane oko linije koja ima negativan nagib.

Koeficijent korelacije blizak O ukazuje na slabu linearnu korelaciju.
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Koeficijent korelacije (2)

U sistemu R, koeficijent korelacije se odreduje koris¢enjem funkcije cor.

Problem. Odrediti koeficijent korelacije za trajanje erupcije gejzira i Cekanje
izmedu dve erupcije u okviru sa podacima faithful.

Resenje. Prvo se izvrSi isecanje okvira po kolonama eruptions i waiting, pa se
nad izdvojenim podacima primeniti funkcija cor:

> duration = faithful$eruptions # the eruption durations

> waiting = faithful$waiting # the waiting period
> cor(duration, waiting) # apply the cor function
[1] 0.90081

Dakle, koeficijent korelacije za trajanje erupcije gejzira i Cekanje izmedu dve
erupcije je 0.90081.

Koeficijent korelacije koji je ovako blizu 1 ukazuje da postoji pozitivha linearna
korelacija izmedu trajanje erupcije gejzira i Cekanje izmedu dve erupcije.

26 /86
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Centralni moment

Centralni moment k-tog reda za promenljivu X meri stepen udaljenosti
elemenata od sredine.

Kada je dat uzorak, tada se centralni moment k-tog reda za promenljivu
X odreduje po sledecoj formuli:
_1 Y 7\ K
mic =2 ) (k%)
=1

Sliéno tome, za populaciju se centralni moment k-tog reda promenljive
X odreduje po sledecoj formuli:
— 1 n k
U = ;Z(xi—u)
=1

MoZe se uoCiti da je centralni moment uopstenje disperzije — centralni moment
drugog reda se poklapa sa disperzijom.

U sistemu R, k-ti centralni moment se moze racunati funkcijom moment, koja se
nalazi u biblioteci e1071. Pre koriS¢enja ove funkcije, potrebno je ucitati biblioteku
u kojoj se ta funkcija sadrzi.
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Centralni moment (2)

Problem. Odrediti centralni moment tre¢eg reda za trajanje erupcije gejzira u
okviru sa podacima faithful.

ResSenje. Prvo se izvrSi isecanje okvira po kolonama eruptions, pa se nad
izdvojenim podacima primeni funkcija moment:

> library(el071) # load el071

> duration = faithful$eruptions # eruption durations
> moment(duration, order=3, center=TRUE)

[1] -0.6149

Dakle, centralni moment tre¢eg reda za trajanje erupcije gejzira je -0.6149.

Zadatak 1. Odrediti centralni moment treCeg reda za trajanje Cekanja izmedu
erupcija gejzira u okviru sa podacima faithful.
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Iskosenost | spljostenost

Iskosenost (skewness) u populaciji je definisana slede¢om formulom:
M3

3
Ko /2

V1=

Pri tome, u; i u, su centralni momenti reda 3 i reda 2 respektivno.

Intuitivno gledano, iskoSenost je mera simetricnosti. Po pravilu, negativna
iskoSenost ukazuje da je sredina populacije manja od medijane, sto znacCi da je
populacija iskoSena ulevo. Pozitivha iskoSenost ukazuje da je sredina veca od
medijane, pa je populacija iskoSena udesno.

U sistemu R, iskoSenost se moze raCunati funkcijom skewness, koja se nalazi u
biblioteci e1071. Pre korisCenja ove funkcije, potrebno je ucitati biblioteku koja
sadrzi tu funkciju.
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Iskosenost | spljostenost (2)

Problem. Odrediti iskoSenost za trajanje erupcije gejzira u okviru sa podacima
faithful.

ResSenje. Prvo se izvrSi isecanje okvira po kolonama eruptions, pa se nad
izdvojenim podacima primeni funkcija skewness:

> library(el071) # load el1071

> duration = faithful$eruptions # eruption durations

> skewness(duration) # apply the skewness function
[1] -0.41355

Dakle, iskosenost za trajanje erupcije gejzira je -0.41355. To ukazuje da je
raspodela trajanja erupcija u okviru sa podacima faithful iskosena ulevo.

Zadatak 1. Odrediti iskoSenost za trajanje Cekanja izmedu erupcija gejzira u
okviru sa podacima faithful.
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Iskosenost | spljostenost (3)

Spljostenost (kurtosis) je u univarijantnoj populaciji je definisana sledecom

formulom:

Uy
y2=-75 —3
2 .Uz2

Pri tome, u, i u, su centralni momenti reda 4 i reda 2 respektivno.

Intuitivno gledano, spljostenost je mera postojanja ispupcenja (ij. glatkosti). Po
pravilu, negativna kurtoza ukazuje na glatku raspodelu. Pozitivha kurtoza ukazuje
da raspodela sa vecim brojem ispupcCenja.

U sistemu R, spljoStenost se moze racunati funkcijom kurtosis, koja se nalazi u
biblioteci e1071. Pre koriS€enja ove funkcije, potrebno je ucitati biblioteku koja
sadrzi tu funkciju.
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Iskosenost i spljostenost (4)

Problem. Odrediti spljoStenost za trajanje erupcije gejzira u okviru sa podacima
faithful.

ResSenje. Prvo se izvrSi isecanje okvira po kolonama eruptions, pa se nad
izdvojenim podacima primeni funkcija kurtosis:

> library(el071) # load el1071

> duration = faithful$eruptions # eruption durations

> kurtosis(duration) # apply the kurtosis function
[1] -1.5116

Dakle, spljostenost za trajanje erupcije gejzira je -1.5116.

Zadatak 1. Odrediti spljostenost za trajanje Cekanja izmedu erupcija gejzira u
okviru sa podacima faithful.



Raspodela verovatnoéa
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Slucajne promenljive | raspodele

Ako se dogadaiji (tj. ishodi eksperimenta) mogu predstaviti kao realni brojevi, onda
se eksperiment moze zamisliti kao izbor jedne promenljive. Promenljiva koja te
brojne vrednosti uzima sa odredenim verovatno¢ama naziva se sluéajna
promenljiva.

Primer. NovCi¢ se baca jednom. Ako se brojem 0 oznaci ishod da padne grb, a sa
1 da padne pismo, tada se eksperiment bacanja novcCica moze posmatrati kao
izbor 0 i 1, obe sa verovatno¢om 1/2.

Ovakav pristup omogucava jedan apstraktan model koji moze da opisSe i druge
eksperimente slicnog oblika.

Definicija. Funkcija X koja svakom mogucem ishodu eksperimenta w dodeljuje
realni broj X (w) zove se slué¢ajna promenljiva. Slu¢ajne promenljive se
obelezavaju velikim slovima X,Y,Z...

Primer. NovCi¢ se baca dva puta. Neka je slucajna promenljiva X broj
registrovanih pisama. Kako je slup mogucih ishoda {PP,PG,GP,GG}, onda je
X(PP) = 2,X(GP)=1,X(PG)=1,X(GG) = 0. Dakle, slucajna promenljiva uzima tri
moguce vrednosti 0,1,2.

X: (PZP PlG Gf GZG)
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Slucajne promenljive | raspodele (2)

Razlikuju se dva osnovna tipa slucajnih promenljivih, diskretne i neprekidne
sluCajne promenljive. Podela se vrsi u zavisnosti da li slu€ajna promenljiva uzima
vrednosti u konacnom (odnosno prebrojivom) ili neprebrojivom (odnosno
kontinum) skupu vrednosti.

Definicija. Neka sluCajna promenljiva X moze da uzme vrednosti x4, x,,..., X, Sa
verovatno¢ama p4, py,..., Pn respektivno, pri cemu je ¥ p; = 1.

Zakon raspodele verovatnoca je skup uredenih parova {(x;,p;)}, i =12, ...,n.
Zakon raspodele verovatnoca za diskretnu slucajnu promenljivu X se obicno

zapisuje na sledeci nacin:
<x1 X9 xn)
P1 P2 - p,

Dakle, zakon raspodele verovatnoca sluCajne promenljive je pravilo po kome se
svakoj od vrednosti slucajne promenljive X pridruzuje odgovarajuca verovatnoca.

Njime se daje odgovor na pitanje kolika je verovatnoc¢a da slucajna promenljiva X
ima ta¢no vrednost x;, tj. verovatno¢a dogadaja {X = x;}.

Zakonom raspodele je ukupna verovatnoca (koja je jednaka 1) raspodeljena na
pojedine vrednosti sluCajne promenljive.
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Slucajne promenljive | raspodele (3)

Primer. NovCi¢ se baca dva puta. Neka je slucajna promenljiva X broj
registrovanih pisama. Zakon raspodele za slucajnu promenljivu X je:

0 1 2
<1 1 1)
4 2 4

Napomena. Zakon raspodele verovatnoca za slucajnu promenljivu postoji samo
kod diskretnih slucajnih promenljivih.
Za neprekidne slicajne promenljive ne postoji zakon raspodele verovatnoca.

Kod neprekidne sluCajne promenljive X odgovor na pitanje ,kolika je verovatnoca
da X ima vrednost tacno x;, tj. kolika je verovatno¢a dogadaja {X = x }“je
jedinstven i iznosi 0. Nulta verovatnoca ne znaci da ¢e da se u praksi dogadaj

{X = x } nikada nece ostvariti, ve¢ samo da je mala, veoma mala verovatnoc¢a da
Ce se on ostvariti. To je prihvatljivo, jer slu€ajna promenljiva X moze da uzme bilo
koju vrednost sa intervala, a njih je neprebrojivo (tj. kontinum) mnogo.

Medutim, iako za neprekidnu slucajnu promenljivu nema mnogo smisla postavljati
pitanje o verovatnoc¢i dogadaja {X = x;}, veoma je smisleno postaviti pitanje o
verovatnoc¢i dogadaja {X < x;}.
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Slucajne promenljive i raspodele (4)

Do potpune karakterizacije za sluCajnu promenljivu (i diskretnu i neprekidnu) se
dolazi ako se posmatraju dogadaji {X < x}, a ne {X = x}.

37186

Verovatnoc¢a dogadaja {X < x}, zavisi od x, odnosno predstavlja funkciju od x, a
ta funkcija F(x) se naziva funkcija raspodele verovatnoca ili funkcija

raspodele.

Drugim reCima, funkcija raspodele F(x) je statistiCka karakteristika slucajne
promenljive X, koja omogucava da se izraCuna verovatnoca dogadaja da sluCajna

promenljiva ima vrednost unutar datog intervala.

Za diskretnu slu€ajnu promenljivu X, njena funkcija raspodele (joS se naziva i

kumulativna funkcija) je sledeceg oblika:

F(x)

v =
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Slucajne promenljive | raspodele (5)

Primer. NovCi¢ se baca dva puta. Neka je slucajna promenljiva X broj
registrovanih pisama. Zakon raspodele i funkcija raspodele za slucajnu
promenljivu X je:

0 1 2 0, x<0
_)J1/4,0<x<1
(i S i) F)=13/41<x<2
1, 2<x

Za neprekidnu slucajnu promenljivu X, funkcija raspodele F(X) je realna,
neopadajuca i neprekidna funkcija F(x), takva da je F(x)=P(X<x) i koja ispunjava
uslove F(—«) = 0,F(+«) = 1.

Primer. Funkcija prikazana slede¢im grafikom moze predstavliati funkciiu
raspodele neprekidne sluCajne promenljive: F(x)|

v
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Slucajne promenljive | raspodele (6)

Funkcija raspodele odreduje bitne osobine sluCajne promenljive. Tako,
verovatnoca da je vrednost slu¢ajne promenljive X u intervalu (a,b) moze da se
odredi preko funkcije raspodele: P{a < X < b} = F(b) — F(a)

Definicija. Neka je X sluCajna promenljiva i F njena funkcija raspodele. Kada
postoji funkcija f, takva da je f(x) = F'(x), funkcija f naziva se funkcijom
gustine raspodele slucajne promenljive X.

Verovatnoca da je vrednost sluCajne promenljive X u intervalu (a,b) moze da se
odredi preko funkcije gustine raspodele: P{a < X < b} = fff(x)dx

()]




Slucajne promenljive i raspodele (7)

U okviru ove prezentacije, bice upratko opisane
neke od poznatijih raspodela slu€ajnih promenljivih,
kao i funkcije u R-u koje se koriste za rad sa tim
raspodelama.

Bice reci o slede¢im raspodelama:

Binomna raspodela
Poasonova raspodela
Uniformna raspodela
Eksponencionalna raspodela
Normalna raspodela
Hi-kvadratna raspodela
Studentova t raspodela

FiSerova F raspodela
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Binomna raspodela

Binomna raspodela je raspodela diskretne slu¢ajne promenljive. Ona opisuje
ishod n nezavisnih proba iste vrste u okviru eksperimenta. Svaka od proba moze
imati samo dva ishoda: uspeh ili neuspeh. Ako je verovatnoca uspeha probe p,
tada je verovatnoca da ¢e u n nezavisnih ponavljanja probe biti taCho x uspeha
(0 < x < n) data sa slede¢om formulom:

foo = (7)p*—pyn=

Zapis da slu¢ajna promenljiva X ima binomnu raspodelu je: X~B(n, p).

U sistemu R, za rad sa binomnom raspodelom koriste se sledece funkcije:
® dbinom - zakon raspodele,

® pbinom — funkcija raspodele,

® gbinom — odredivanje kvantila,

® rbinom - generator pseudoslucajnih brojeva.

Kod ovih funkcija, imenovani argument size oznacCava broj nezavisnih proba (to je
n u gornjoj formuli), a imenovani argument prob oznacCava verovatnocu uspesnog
ishoda za jednu probu (u gornjoj formuli, ta veliCina je oznaCena sa p).
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Binomna raspodela (2)

Problem. Odrediti verovatnocu da student "na srecu" tacno da 4 odgovora na 12
pitanja (za svako pitanje je ponudeno 5 alternativa za odgovor).

Resenje. Verovatnoca da student tacno odgovori na jedno pitanje je 1/5=0.2.
Koris¢enjem funkcije gbinom dobija se:
= tacna.4.o0d.12 <- dbinom(4, size=12, prob=0.2)

= tacna.4.od.12
[1] 0.1328756

Dakle, verovatnoca je da student ,na srecu“ pogodi tacno 4 odgovora je priblizno
13,3%.

Problem. Odrediti verovatnocu da student ,pogodi" ne viSe od 4 odgovora na 12
pitanja (za svako pitanje je ponudeno 5 alternativa za odgovor).

Resenje. KoriS¢enjem funkcije za zakon raspodele verovatno¢a binomne

promenljive gbinom se dobija:
= tacna.do.4.0d.12 <- dbinom(0, size=12, prob=0.2

+ )+ dbinom(l, size=12, prob=0.2
+ J + dbinom(2, size=12, prob=0.2
+ ) + dbinom(3, size=12, prob=0.2) + dbinom(4, size=12, prob=0.2)

= tacna.do.4.0d.12
[1] 0.9274445

Verovatnoca je da student ,na sre¢u”“ pogodi ne viSe od 4 odgovora je oko
02.74%.
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Binomna raspodela (3)

Problem. Odrediti verovatnocu da student ,na srecu" tacno odgori na ne viSe od
4 odgovora na 12 pitanja (za svako pitanje je ponudjeno 5 alternativa za
odgovor).

Resenje. Isti problem se sada reSava na nesto drugaciji nacin. Koris¢enjem
funkcije za kumulativnhu raspodelu verovatno¢a binomne promenljive pbinom se
dobija:

> tacna.do.4.0d.12 <- pbinom(4, size=12, prob=0.2)

> tacna.do.4.0d.12
[1] 0.9274445

Dakle, isto kao u prethodnom problemu (sto je i oCekivano) verovatnoca je da
student ,na srecu” pogodi ne viSe od 4 odgovora je priblizno 92,74%.
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Binomna raspodela (4)

Problem. Odrediti raspodelu verovatnoca da student "na srecu" pogodi tacno x
od ukupno n pitanja. Verovatnoca da pogodi jedno pitanje je p. Neka u ovom
slucaju bude n=12, p=0.45.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koris¢enjem
funkcije za zakon raspodele verovatno¢a binomne promenljive dbinom dobije
vektor rezultata i onda se funkcijom plot izvrsi iscrtavanje:

= n =<- 12

= p <- 0.45

= argumenti =- seq(0,n)

= argumenti
[1] o0 1 2 3 4 5 & 7 & 91011 12

= rezultati <=- dbinom{ argqumenti, size=n, prob=p)

> rezultati
[1] 7.662179e-04 7.522866e-03 3.385290e-02 9.23260%9e-02 1.699630%9e-01 2.2240982e-01 2.123847e-01
[9] 7.616511e-02 2.769640e-02 6.798208e-03 1.011304e-03 6.895252e-05

= plot{argumenti, rezultati)
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Binomna raspodela (5)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:

rezultati
0.15 0.20
| |
]

0.10
|

0.05
|

0.00
|
o
o
)

argumenti
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Binomna raspodela (6)

Problem. Odrediti raspodelu verovatnoca da student "na srecu" pogodi x ili manje
od ukupno n pitanja. Verovatnoca da pogodi jedno pitanje je p. Neka u ovom
slucaju bude n=12, p=0.45.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koris¢enjem
funkcije za kumulativnu raspodelu verovatno¢a binomne promenljive pbinom
dobije vektor rezultata i onda se funkcijom plot izvrSi iscrtavanje:

= n <- 12
= p <- 0.45
= argumenti <- seq(0,n)
= argumenti
1] 0 1 2 3 4 5 © 7 8 91011 12
= rezultati <- pbinom( argumenti, size=n, prob=p)

> rezultati
[1] 0.0007662179 0.0082890842 0.0421419826 0.1344680692 0.3044320013 0.5269302398 0.7393149219

[9] 0.9644251325 0.9921215357 0.9989197438 0.9999310475 1. 0000000000
= plot{argumenti, rezultati)



Binomna raspodela (7)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:

rezultati

=
—

@
o

06

0.4

0.2

0.0

argumenti

vladaf@matf.bg.ac.rs
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Poasonova raspodela

Poasonova raspodela je raspodela diskretne slu¢ajne promenljive. Ona
predstavlja raspodelu verovatnocCe za broj nezavisnih dogadaja u datom intervalu.

Ako je A srednja vrednost za broj dogadanja dogadaja u datom intervalu, tada
verovatnoca da ¢e datom intervalu biti tacno x dogadaja data sa:

Axe—l
Fo0) ==

Zapis da slu¢ajna promenljiva X ima Poasonovu raspodelu je: X~P(A).

Kada je kod binomne raspodele n = 30 i np < 10, razlika izmedu binomne |
Puasonove raspodele je vrlo mala, pa se u tim sluCajevima binomna raspodela
moze aproksimirati Poasonovom, gde je A = np.

U sistemu R, za rad sa Posaonovom raspodelom koriste se sledecCe funkcije:
® dpois - zakon raspodele,

® ppois — funkcija raspodele,

® (pois — odredivanje kvantila,

® rpois - generator pseudoslucajnih brojeva.

Imenovani argument lambda oznacCava srednju vrednost broja dogadaja u datom
intervalu (tj. A u gornjoj formuli).
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Poasonova raspodela (2)

Problem. Neka 12 automobila u proseku predje preko mosta za 1 minut. Odrediti
verovatnocu da u datom minutu preko mosta prede tacno 16 automobila.

Resenje. KoriS¢enjem funkcije za zakon raspodele verovatnoc¢a gpois dobija se:

= verovatnoca.lé <- dpois(l6e, lambda=12)
= verovatnoca.lé
[1] 0.05429334

Dakle, verovatnocCa da preko mosta prede tokom jednog minuta prede tacno 16
automobila je priblizno 5,43%.

Problem. Neka 12 automobila u proseku predje preko mosta za 1 minut. Odrediti
verovatnocu da u datom minutu preko mosta prede 17 ili viSe automobila.

Resenje. KoriS¢enjem funkcije za kumulativnhu raspodelu verovatnoca ppois se
prvo odredi verovatnocCa da je preko mosta za minut proslo 16 ili manje
automobila, a konaCan rezultat se dobije kad se od jedinice oduzme ta razlika :

= verovatnoca.lé.ili.manje <- ppois(lé, lambda=12) # donji kraj
= verovatnoca.1l7.ili.vise <=- 1 - verovatnoca.lée.ili.manje

> verovatnoca.l7.ili.vise

[1] 0.101291

VerovatnocCa da preko mosta prede tokom jednog minuta prede 17 ili viSe
automobila je priblizno 1,01%.
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Poasonova raspodela (3)

Problem. Neka 12 automobila u proseku predje preko mosta za 1 minut. Odrediti
verovatnocu da u datom minutu preko mosta prede 17 ili viSe automobila.

Resenje. Problem iz prethodnog primera se sada reSava na nesto drugaciji nacin.
Koris¢enjem funkcije za kumulativhu raspodelu verovatno¢a binomne promenljive
pbinom, pri Cemu se imenovani argument lower postavi na FALSE (Sto ukazuje da
se racuna gornja a ne donja vrednost), direktno se dobija trazeni rezultat:

= verovatnoca.l1l7.ili.vise <- ppois(l6,

+ lambda=12,
- lower=FALSE # gornji kraj
+ )

= verovatnoca.l7.ili.vise
[1] 0.101291

Dakle, isto kao u prethodnom problemu (sto je i oCekivano) da preko mosta prede
tokom jednog minuta prede 17 ili viSe automobila je priblizno 1,01%.
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Poasonova raspodela (4)

Problem. Prikazati zakon funkcije raspodele za Poasonovu raspodelu. Neka u
ovom slucCaju bude A=12.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koris¢enjem
funkcije za zakon raspodele verovatnoc¢a Poasonove promenljive dpois dobije
vektor rezultata i na kraju se funkcijom plot izvrSi iscrtavanje:

lTambda. parametar <- 12

opseg <- 2 % lambda.parametar

arqumenti =- seq(0,opseq)

rezultati =- dpois(argumenti, lambda=lambda.parametar)
plot{argumenti, rezultati)

L A A
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Poasonova raspodela (5)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:
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argumenti
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Poasonova raspodela (6)

Problem. Prebrojavaju se automobili koji prelaze preko mosta. Neka sluCajna
promenljiva X predstavlja broj automobila ima Posaonovu raspodelu. Neka
lambda, tj. parametar koji predstavlja broj automobila koji u proseku predje preko
mosta za 1 minut ima vrednost 12. Odrediti kumulativnu raspodelu za X, tj.
verovatnocu da u datom minutu broj automobila koji prelaze preko mosta bude
maniji ili jednak od x.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koriS¢enjem
funkcije za kumulativhu raspodelu verovatno¢a Poasonove promenljive ppois
dobije vektor rezultata, a na kraju se funkcijom plot izvrSi iscrtavanje:

lambda. parametar <- 12

opseg <- 2 % lambda.parametar

argumenti <- seq{0,opseq)

rezultati <- ppois( argumenti, lambda=lambda.parametar)
plot{argumenti, rezultati)

WY N WY



Poasonova raspodela (7)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:

rezultati

=
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argumenti
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Uniformna raspodela

Uniformna (ravhomerna) raspodela je raspodela neprekidne slucajne
promenljive. Ona predstavlja raspodelu promenljive Cija se vrednost dobija
slu€ajnim izborom iz intervlala (a, b). Funkcija gustine raspodele ove slu¢ajne

promenljive data je slede¢om formulom:
1

f) ={p—q *=*=P
0 inace

Zapis da slucajna promenljiva X ima Uniformnu raspodelu je: X~U(a, b).

U sistemu R, za rad sa uniformnom raspodelom koriste se sledece funkcije:
® dunif — funkcija gustine raspodele,

® punif — funkcija raspodele,

® qunif — odredivanje kvantila,

® runif - generator pseudoslucajnih brojeva.

Kod ovih funkcija, imenovani argument min oznacava levi kraj intervala (to je a u
gornjoj formuli), a imenovani argument max oznacCava desni kraj intervala (u
gornjoj formuli, ta veliCina je oznaCena sa b).
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Uniformna raspodela (2)

Problem. Oformiti osam pseudoslucajnih brojeva izmedju 11 3.

Resenje. Ovi pseudoslucajni brojevi ima uniformnu raspodelu — predstavljaju
moguce vrednosti slu¢ajne promenljive sa uniformnom raspodelom i krajevima
intervala 1 i 3. KoriS¢enjem funkcije runif, dobija se trazeni rezultat:

= slucajni <- runif(8&, min=1lL, max=3)

= slucajni
[1] 1.615499 2.999713 1.120795 1.328624 1.205883 1.106537 1.835271 1.865801
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Uniformna raspodela (3)

Problem. Prikazati gustinu raspodele za uniformnu raspodelu, pri Cemu je ovom
sluCajua =1 b = 3.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koris¢enjem
funkcije dunif dobije vektor rezultata i na kraju se funkcijom plot izvrsi iscrtavanje:

donja.granica <- 1

gornja.granica =- 3

opseg =- gornja.granica - donja.granica

podela <- 10

argumenti <- seq{donja.granica-1, gornja.granica+l, by=opseq/podela)
rezultati =- dunif( argumenti, min=donja.granica, max=gornja.granica )
plot (argumenti, rezultati)

WO OW N W WY
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Uniformna raspodela (4)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:

— (e oo I o R oo e B o R o R0
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Uniformna raspodela (5)

Problem. Prikazati funkciju raspodele za slu€ajnu promenljivu koja ima uniformnu
raspodelu, gde je a = 1 b = 3. Drugim reCima, prikazati raspodelu verovatnoca
da slucajno izabran broj iz intervala (1,3) bude maniji ili jednak od x.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, potom se funkcijom
punif dobije vektor rezultata i na kraju se funkcijom plot izvrsi iscrtavanje:

donja.granica =- 1

gornja.granica <- 3

opseq <- gornja.granica - donja.granica

podela <- 10

argumenti <- seq{donja.granica-1, gornja.granica+l, by=opseqg/podela)
rezultati <- punif( argumenti, min=donja.granica, max=gornja.granica )
plot{argumenti, rezultati)

WouON WO WY
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Uniformna raspodela (6)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:

1.0
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rezultati
04 08
o
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0.0
|
o
o
)
o
o
o

argumenti
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Eksponencionalna raspodela

Eksponencionalna raspodela je raspodela neprekidne sluajne promenljive.
Ona predstavlja vreme deSavanja za sekvencu nezavisnih dogadaja koji se
ponavljaju s vremena na vrema u slicajnim intervalima. Ako je sa u oznaCeno
srednje vreme Cekanja do sledeceg dogadaja, tada je funkcija gustine raspodele

ovakve sluCajne promenljive data sledecom formulom:
X

b x>0

fo) ={u

0 inace

Zapis da slu¢ajna promenljiva X ima Eksponencionalnu raspodelu je: X~E(u).
U sistemu R, za rad sa eksponencionalnom raspodelom se koriste:

® dexp — funkcija gustine raspodele,

® pexp — funkcija raspodele,

® (gexp — odredivanje kvantila,

® rexp - generator pseudoslucajnih brojeva.

Kod ovih funkcija, imenovani argument rate oznaCava srednje vreme Cekanja do
sledeceg dogadaja (u gornjoj formuli, ta veli€ina je oznaCena sa ).
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Eksponencionalna raspodela (2)

Problem. Neka je srednje vreme za obradu na kasi 3 minuta. Odrediti
verovatnocCu da je obrada zavrSena za manje od 2 minuta.

Resenje. Slucajna promenljiva koja predstavlja vreme Cekanja na kasi ima
eksponecionalnu raspodelu, pri ¢emu je brzina obrade je 1/3 musterije po minuti.
Koris¢enjem funkcije gexp, dobija se trazeni rezultat — verovatnoca da ¢e obrada
biti zavrSena za manje od dva minuta:

= verovatnoca <- pexp(2, rate=1/3)
> verovatnoca
[1] 0.4865829

Dakle, verovatnocCa da je obrada zavrsena za manje od 2 minuta je priblizno
48,66%.
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Eksponencionalna raspodela (3)

Problem. Prikazati gustinu raspodele za eksponencionalnu raspodelu, pri Cemu
je ovom slu€aju u = 0.7.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koris¢enjem
funkcije dexp dobije vektor rezultata i na kraju se funkcijom plot izvrSi iscrtavanje:

mi.parametar <- 0.7

donja.granica <- 0

gornja.granica =- 7

opseg =- gornja.granica - donja.granica

broj.tacaka =- 20

argumenti <- seq(donja.granica, gornja.granica, by=opseg/broj.tacaka)
rezultati <- dexp( argumenti, rate = mi.parametar )

plot{argumenti, rezultati)
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Eksponencionalna raspodela (4)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:
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Eksponencionalna raspodela (5)

Problem. Prikazati funkciju raspodele za slucajnu promenljivu koja ima
eksponencionalnu raspodelu sa u = 0.7. Drugim reCima, prikazati raspodelu
verovatnoca do je obrada zavrsena za manje od x minuta, kada je srednje vreme
obrade u.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, potom se funkcijom
pexp dobije vektor rezultata. Na kraju, funkcijom plot se izvrSi iscrtavanje:

—-

mi.parametar <- 0.7
donja.granica <- 0
gornja.granica <- 7
opseg <- gornja.granica - donja.granica

broj.tacaka =- 20

argumenti <- seq(donja.granica, gornja.granica, by=opseg/broj.tacaka)
rezultati =- pexp( argumenti, rate = mi.parametar )

plot (argumenti, rezultati)
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Eksponencionalna raspodela (6)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:

rezultati

=
—

0.8

06
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0.2

0.0

b
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o @ °

argumenti
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Normalna raspodela

Normalna raspodela je raspodela neprekidne slucajne promenljive. Ovo je jedna
od najznacajnijin raspodela verovatnoca. Ako je sa u oznaCena sredina
populacije, a sa o disperzija populacije, tada je funkcija gustine raspodele
slu€ajne promenljive data sledecom formulom:

_(x=w)?
fx) =

202

e
\V2To

Zapis da slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu je: X~N(u, 62).

Kadaje u = 0i o0 = 1, tada sluCajna promenljiva X ima normiralnu normalnu
raspodelu, tj. X~N(0,1) .

Ako sluc¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu (tj. X~N(u, 62)), tada
slu€ajna promenljiva Y = }%“ ima normiranu normalnu raspodelu, tj. Y~N(0,1) .
Kaze se da je slu€ajna promenljiva Y kreirana centriranjem i normiranjem slu€ajne
promenljive X.

Dovoljno je znati kako da se izraCunaju verovatnocCe za normiranu normalnu
raspodelu i onda se moze izracunati sve sto je potrebno za normalnu raspodelu.
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Normalna raspodela (2)

Normalna raspodela ima veliki znaCaj zbog Centalne grani¢ne teoreme, koja
tvrdi da je (normirana i centrirana) suma velikog broja nezavisnih i identiCno
rasporedenih slucajnih promenljivih tezi normalnoj raspodeli verovatnoce.

Teorema. Neka su X;, X5, ..., X;, hezavisne sluCajne promenljive koje imaju istu,
ne nuzno normalnu raspodelu sa sredinom u i standardnom devijacijom ¢. Tada
slu¢ajna promenljiva S,, = X; + X, + --- + X,, ima sredinu nu i disperziju no?2.

v v . Sn—
Uo&imo sluéajnu promenljivu Z,, = ’;\/%” Kada n — o, tada raspodela

verovatnoca za Z,, tezi ka normiranoj normalnoj raspodeli, tj. ka N(0,1).

U sistemu R, za rad sa normalnom raspodelom koriste se sledece funkcije:
® dnorm — funkcija gustine raspodele,

® pnorm — funkcija raspodele,

® gnorm — odredivanje kvantila,

® rnorm - generator pseudoslucajnih brojeva.

Kod ovih funkcija, imenovani argument mean oznacCava sredinu (tj. u), a
imenovani argument sd oznacCava standardnu devijaciju (ij. o).
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Normalna raspodela (3)

Problem. Neka se rezultati testova uklapaju u normalnu raspodelu sa sredinom
72 | sa stanadrdnom devijacijom 15.2. Odrediti procenat studenata koji su osvojili
84 ili vise bodova.

Resenje. KoriS¢enjem funkcije pnorm, dobija se trazeni rezultat. S obzirom da je
normalna raspodela simetricha u odnosu na sredinu, moze se birati da |i se
racuna i gornja i donja strana, ili samo gornja ili samo donja. U ovom slucaju,
potrebna je samo gornja strana, pa se imenovani parametar lower.tail postavlja
na FALSE:

= verovatnoca <- pnorm(84, # vrednost

+ mean = 72, # sredina

sd = 15.2, # standardnd devijacija

lTower.tail=FALSE # interesuje nas samo gornja strana

+ + +

)

= verovatnoca

[1] 0.2149176

> procenat <- 100 * verovatnoca
> procenat

[1] 21.49176

= staro <- options(digits=4)

> procenat

[1] 21.49

= options(staro)

hDakIe, procenat studenata sa 84 ili viSe bodova je priblizno 21,49%.
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Normalna raspodela (4)

Problem. Prikazati gustinu raspodele za normalnu raspodelu, gde je u = 72 i
o = 15.2.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koris¢enjem
funkcije dnorm dobije vektor rezultata i na kraju se funkcijom plot izvrsi
Iscrtavanje:

mean. parametar =- 7

sd.parametar <- 15.2

donja.granica <- 10

gornja.granica <- 120

opseg =- gornja.granica - donja.granica

broj.tacaka =- 50

argumenti <- seq{donja.granica, gornja.granica, by=opseg/broj.tacaka)
rezultati =- dnorm({ argumenti, mean = mean.parametar, sd = sd.parametar )
plot{argumenti, rezultati)
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Normalna raspodela (5)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:
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Normalna raspodela (6)

Problem. Prikazati funkciju raspodele za slucajnu promenljivu koja ima normalnu
raspodelu sa u = 72 i ¢ = 15.2. Drugim reCima, ako se rezultati testova uklapaju u
normalnu raspodelu sa sredinom 72 i sa standardnom devijacijom 15.2, graficki
prikazati raspodelu verovatnocCa da je student osvojio x ili viSe bodova.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, potom se funkcijom
pnorm dobije vektor rezultata. Na kraju, funkcijom plot se izvrSi iscrtavanje:

mean. parametar <- 72

sd. parametar <- 15.2

donja.granica <- 10

gornja.granica <=- 120

opseq <- gornja.granica - donja.granica

broj.tacaka <- 50

argumenti =- seq(donja.granica, gornja.granica, by=opseg/broj.tacaka)

rezultati <- pnorm({ argumenti, mean = mean. parametar, sd = sd.parametar, lower.tail=FALSE )
plot{argumenti, rezultati)
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Normalna raspodela (7)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:
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Hi-kvadratna raspodela

Hi-kvadratna raspodela je raspodela neprekidne sluCajne promenljive.

Ako su X4, X,, ..., X,,, nezavisne sluCajne promenljive sa normiranom normalnom
raspodelom, tada ée sluéajna promenljiva V = X;* + X, + --- + X,,,* imati hi-
kvadratnu raspodelu sa m stepena slobode.

Zapis da slu€ajna promenljiva X ima hi-kvadratnu raspodelu sa m stepena
slobode je: V~X?(m).

U sistemu R, za rad sa hi-kvadratnom raspodelom se koriste:
® dchisqg — funkcija gustine raspodele,

® pchisqg — funkcija raspodele,

® (chisq — odredivanje kvantila,

® rchisq - generator pseudoslucajnih brojeva.

Kod ovih funkcija, imenovani argument df oznacCava broj stepena slobode (u
gornjoj formuli, ta veliCina je oznaCena sa m).



vladaf@matf.bg.ac.rs 75186

Hi-kvadratna raspodela (2)

Problem. Odrediti 95-ti percentil hi-kvadratne raspodela sa 7 stepena slobode.
Resenje. KoriS¢enjem funkcije za raCunanje kvantila qchisg, dobija se trazeni
rezultat:

= percentil.95 <- qchisq(
+ 0.95, # koji se percentil racuna
+ df =7 # broj stepena slobode hi-kvadratne raspodele

+ )
= percentil.as
[1] 14.06714

Dakle, 95-ti percentil hi-kvadratne raspodela sa 7 stepena slobode je 14.06714.
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Hi-kvadratna raspodela (3)

Problem. Prikazati gustinu raspodele za hi-kvadratnu raspodelu sa brojem
stepena slobode m = 7.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koris¢enjem
funkcije dchisq dobije vektor rezultata i na kraju se funkcijom plot izvrsi
Iscrtavanje:

broj.stepena.slobode <- 7

donja.granica <- 0

gornja.granica <- 20

opseg <- gornja.granica - donja.granica

broj.tacaka =- 50

argumenti =- seq(donja.granica, gornja.granica, by=opseg/broj.tacaka)
rezultati <- dchisq({ argumenti, df = broj.stepena.slobode )
plot{argumenti, rezultati)

L R
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Hi-kvadratna raspodela (4)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:
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Studentova raspodela

Studentova raspodela je raspodela neprekidne slucajne promenljive.
Ako su Z 1 V nezavisne sluCajne promenljive takve da Z ima normiranu normalnu
raspodelu (tj. Z~N(0,1)) i da V ima hi-kvadratnu raspodelu sa m stepena slobode,

tada Ce sluCajna promenljiva T = Z_ imati Studentovu raspodelu sa m stepena

VV/m

slobode.

Zapis da slu€ajna promenljiva T ima Studentovu raspodelu sa m stepena slobode
je: T~t(m).

U sistemu R, za rad sa Studentovom raspodelom se koriste:
® dt — funkcija gustine raspodele,

® pt — funkcija raspodele,

® (t — odredivanje kvantila,

® rt - generator pseudoslucajnih brojeva.

Kod ovih funkcija, imenovani argument df oznacCava broj stepena slobode (u
gornjoj formuli, ta veliCina je oznaCena sa m).
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Studentova raspodela (2)

Problem. Odrediti 2.5-ti 1 97.5-ti percentil Studentove raspodele sa 5 stepena
slobode.

Resenje. KoriS¢enjem funkcije za raCunanje kvantila Studentove raspodele qt,
dobija se trazeni rezultat:
> percentili =- gt(c(0.025, 0.975), df = 5)

= percentili
[1] -2.570582 2.570582

Dakle, 2.5-ti percentil Studentove raspodele sa 5 stepena slobode je -2.570582, a
97.5-ti percentil je 2.570582.
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Studentova raspodela (3)

Problem. Prikazati gustinu raspodele za Studentovu raspodelu sa brojem
stepena slobode m = 5.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koris¢enjem
funkcije dt dobije vektor rezultata i na kraju se funkcijom plot izvrSi iscrtavanje:

broj.stepena.slobode <- 5

donja.granica <- -5

gornja.granica =- 5

opseg <- gornja.granica - donja.granica

broj.tacaka <- 50

argumenti =- seq{donja.granica, gornja.granica, by=opseg/broj.tacaka)
rezultati =- dt({ argumenti, df = broj.stepena.slobode )
plot{argumenti, rezultati)
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Studentova raspodela (4)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:
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Fiserova raspodela

Fiserova raspodela je raspodela neprekidne slu€ajne promenljive.
Ako su V; I V, nezavisne sluCajne promenljive takve da V; ima hi-kvadratnu
raspodelu sa m, stepena slobode i V, ima hi-kvadratnu raspodelu sa m, stepena

Vi
slobode, tada ¢e slu¢ajna promenljiva F = szml
my

imati FiSeovu raspodelu sa

(mq, m,) stepena slobode.

Zapis da slucajna promenljiva F ima FiSerovu raspodelu sa(m,, m,)stepena
slobode je: F~F(m{,m,).

U sistemu R, za rad sa FiSerovom raspodelom se koriste:
® df — funkcija gustine raspodele,

® pf — funkcija raspodele,

® (f — odredivanje kvantila,

® rf - generator pseudoslucajnih brojeva.

Kod ovih funkcija, imenovani argumenti df1 i df2 oznaCavaju brojeve stepena
slobode (u gornjoj formuli, te veliCine su oznaCene sa m; i m,).
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Fiserova raspodela (2)

Problem. Odrediti 95-ti percentil FiSerove raspodele sa (5,2) stepena slobode.

Resenje. KoriS¢enjem funkcije za raCunanje kvantila FiSerove raspodele df,
dobija se trazeni rezultat:

= percentil.95 <- gf({

+ 0.95, # koji se percentil racuna

+ dfl =5, df2 = 2 # stepeni slobode F raspodele
+ )

= percentil. 5

[1] 19.29641

Dakle, 95-ti percentil FiSerove raspodele sa (5,2) stepena slobode je 19.29641.
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FiSerova raspodela (3)

Problem. Prikazati gustinu raspodele za Studentovu raspodelu sa brojem
stepena slobode m = 5.

Resenje. Prvo se oformi vektor koji predstavlja argumente, pa se koris¢enjem
funkcije dt dobije vektor rezultata i na kraju se funkcijom plot izvrSi iscrtavanje:

broj.stepena.slobode.1 <- 5

broj.stepena.slobode.2 <- 2

donja.granica =- 0

gornja.granica =- 5

opseg =- gornja.granica - donja.granica

broj.tacaka =- 50

argumenti <- seq{donja.granica, gornja.granica, by=opseq/broj.tacaka)

rezultati <- df( argumenti, dfl = broj.stepena.slobode.1, df2 = broj.stepena.slobode.2 )
plot{argumenti, rezultati)
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FiSerova raspodela (4)

ResSenje (nastavak). Kao rezultat se dobija sledeci dijagram:

rezultati
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Korisceni 1zvorl

Deo materijala ove prezentacije je preuzet sa sajta
http://www.r-tutor.com/

Deo materijala je preuzet sa sajta
http://www.e-statistika.rs
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